Nieformalny wstep

Dodatkowa trudnodcia w dzisiejszym konkursie byto to, ze zadania byty sformulowane
w jezyku angielskim, a do tego autorami zadan nie byli native speakers. W takich wy-
padkach nie warto sie nadmiernie wgtebia¢ w doktadne znaczenie historyjki w zadaniu,
ale najlepiej od razu staraé sie wyltuskaé z niej wlagciwy problem algorytmiczny. Bardzo
rzadko w tresciach zadan wystepuja trudne stowa, ktérych zrozumienie jest bezwzglednie
konieczne do rozwiazania zadania — czesto mozemy postugiwaé sie nieznanymi stowami
jako ,black boksami”. Np. ostatnio rozwiazywalem zadanie, w ktoérym wystepowaly nie-
jakie hurdles — nie wiedzac, o co chodzi, po prostu rozwiazywalem zadanie o jakichs
yhurdlesach”.

A. Auxiliary Question of the Universe

Chcemy przerobié¢ losowy napis nad alfabetem {+, (,),0..9} na poprawne wyrazenie z do-
dawaniem (zdefiniowane w tresci zadania), dodajac stosunkowo niewiele nowych znakow.
Juz na oko widaé, ze sposobdéw osiagniecia celu moze by¢é mnéstwo; jako ze nie mu-
simy wypisa¢ najkrétszego uzupelionego wyrazenia, skupimy sie na tym, jak dokonaé
uzupelnienia w najprostszy mozliwy sposoéb.

Najtatwiej chyba skonstruowaé¢ wyrazenie w postaci splaszczonej, tzn. jezeli spoj-
rzymy na wynik jako na drzewo wyrazenia, to bedzie miato stata gtebokos¢. W tym celu
przechodzimy wyrazenie od lewej do prawej i dokonujemy nastepujacych zamian:

) — (0)+
( — O+
+ — 0+0+
d — d+

przy czym d to dowolna cyfra. W ten sposéb wychodzi nam dtuga suma bardzo prostych
sktadnikow (albo pojedynczych cyfr, albo zer w nawiasach), na koncu ktorej jest zbedny
+. Usuwamy ten plus i mamy zgdane wyrazenie (zauwazmy, ze w tym podejéciu jest
istotne, zeby to, na co zamieniamy plusa, miato w sobie co najmniej dwa plusy).

B. Circles on a Screen

Chcemy obliczy¢ pole sumy (teoriomnogosciowej) niewielkiej (n < 100) liczby spikselowa-
nych kétek. Istotne jest takze to, ze rozmiar planszy jest takze nie za duzy: co najwyzej
20000 x 20000.

Analizujemy kolejne kolumny planszy i = 1,2,...,w. Kazda kolumna przecina sie
z kazdym spikselowanym koétkiem, dajac przedzial albo zbiér pusty. W kazdym razie,
dla danego ¢ oraz wspotrzednych kotka mozemy obliczy¢ postaé tego przeciecia w czasie
stalym. W ten sposéb dla danego ¢ musimy obliczy¢é moc zbioru bedacego suma co



najwyzej n przedzialéw. To zadanie mozna rozwiazaé¢ na kilka sposobow, z ktoérych
drugi wydaje mi sie sympatyczniejszy.

e Rozbijamy kazdy przedzial [a,b] na poczatek (a,+1) i tuz-za-koniec (b + 1,—1),
sortujemy te pary leksykograficznie i idac po kolei, obliczamy sume przedziatow.

e Sortujemy przedziaty jako pary i w tej kolejnosci scalamy kolejne przedziaty w
jeden, dopoki sie przecinaja.

Otrzymujemy rozwiazanie O(w-n-logn), ze wzgledu na sortowanie. Gdyby chcieé¢ by¢
teoretycznie szybszym, mozna by te wszystkie sortowania wykonaé kubetkowo w jednym
duzym sortowaniu — to zmniejsza ztozonos¢ do O(w - n + h).

C. Homo or Hetero?

W zadaniu symulujemy dynamiczny (tzn. zmieniajacy sie w czasie) multizbior i mamy
po kazdej wykonanej na nim operacji odpowiada¢ na pytania o jakie$ jego wlasnosci.
Kluczowa obserwacja: zakres elementéw jest od zera do miliona. W takim razie multi-
zbiér symulujemy za pomoca tablicy zliczajacej elementy. Dodatkowo pamietamy dwa
liczniki: ile jest réznych elementow w multizbiorze (to do pytani o hetero) oraz ile jest
elementow majacych w multizbiorze co najmniej dwa wystapienia (pytania o homo). Te-
raz wystarczy pokazaé, ze te liczniki mozemy aktualizowaé po kolejnych wstawieniach i
usunieciach.

D. Least Common Multiple

To zadanie jest, po prawdzie, bardziej matematyczne niz informatyczne. Pytanie to: ile
jest ciagéw N-elementowych liczb naturalnych, ktérych NWW elementéw jest rowne 177

Rozt6zmy T na czynniki pierwsze, T = [[p;". Rozwiazemy nasze zadanie dla kaz-
dego czynnika pierwszego z osobna, po czym wymnozymy otrzymane liczby sposobéw,
co bedzie odpowiadalo przemnozeniu ciagéw otrzymanych dla poszczegolnych czynni-
kéw pierwszych. Latwo widaé, ze przy obliczaniu NWW czynniki pierwsze sa od siebie
niezalezne.

Przy obliczaniu wyniku dla danego p;" istotne jest jedynie o;. Wynik ten to

W(N,a) — W(N,a; — 1),

przy czym W (N, a) to liczba ciagéw N-elementowych, ktérych wyrazy sa potegami tej
samej liczby pierwszej o wyktadniku nieprzekraczajacym a. Podkredlmy, ze w tej réznicy
chodzi o to, zeby choé¢ jeden element ciagu byl postaci p?, czyli zeby NWW wyszto takie
jak chcemy. Wreszcie W (N, a) = (a + 1)V.

Dodajmy, ze wszystkie obliczenia wykonujemy modulo zadane 10°+7 i nie ma w tym
problemu, gdyz mamy tylko odejmowania i mnozenia.



E. Magic Power

W przeciwieristwie do poprzedniego zadania, wbrew pozorom, to zadanie jest mocno in-
formatyczne. W rozwigzaniu musimy przede wszystkim zgadnaé, ze dziesieciomilionowa
potega trojki, ktorej zapis dziesietny zaczyna sie od 9, ma niezbyt wygérowany indeks
— okoto 2 - 10%. Pewnie mozna to jakos formalnie udowodni¢, ale nie bedziemy tutaj
wnika¢ — powiedzmy, ze jesli potraktujemy potegu tréojki jako losowo wygladajace liczby
w uktadzie dziesietnym, to zadziala prawo Benforda (wiecej informacji na temat tego
prawa na pewno jest gdzie§ w internecie, a bedzie tez w Delcie 12/2010).

W rozwiazaniu rozpatrujemy kolejne potegi trojki o wyktadnikach 1,2,3,..., utrzy-
mujac rownolegle najwieksza potege dziesiatki nieprzekraczajaca danego 3. Oczywiscie,
znajac te potege 107 oraz wartosé¢ 3¢, tatwo stwierdzamy, czy 3! zaczyna sie od 9 — wy-
starczy sprawdzi¢, czy 3¢ > 9 - 107. Z kolei same liczby 3! oraz 107 trzymamy w jakims
typie zmiennoprzecinkowym (double, lepiej long double) i mamy nadzieje, ze nie bedzie
btedow obliczen. Alternatywnie, zeby nie walczyé z ogromnymi liczbami, mozna opero-
waé na logarytmach z tychze. Znéw pomijamy uzasadnienie tego, ze raczej nie bedzie
probleméw z doktadnodcia.

Niestety, tak czy siak mozemy nie zmiescié sie w czasie, skoro musimy rozpatrzyé
2-10% poteg. W takim razie potraktujemy to rozwigzanie jako preprocessing: wypiszemy
indeks powiedzmy co M-tej znalezionej potegi trojki zaczynajacej sie od cyfry 9 i wyniki
te wpiszemy w kod wysytanego rozwigzania w postaci statej tablicy ¢, a kolejne zapytania
k; bedziemy obstugiwac, rozpoczynajac przeszukiwanie od liczby t[| k; /M |] i szukajac od
tego miejsca (k;— | ki /M |- M )-tej potegi trojki rozpoczynajacej sie od dziewiatki. Wartosé
M musimy dobraé¢ tak, zeby byla jak najwieksza, ale takze zeby tablica wpisana w kod
wysylanego programu zmiescita sie w limicie 100 kB na kod Zrédlowy, w tym zadaniu
np. M = 3000 jest dobre.

Doktadniejszy opis omawianego zastosowania metody preprocessingu/tablicowania
mozna znalezé w lekcji o sztuczkach programistycznych na MAIN-ie:
http://main.edu.pl/user.phtml?op=lesson&n=30&page=algorytmika

G. Round Table

Mamy dane dwie permutacje w1 i w9 zbioru 1..n i chcemy znalezé dwa elementy wy-
stepujace w obydwu permutacjach z takim samym odstepem (na razie nie definiujmy
formalnie, co to znaczy). W przykladzie do zadania jedna permutacja jest identyczno-
$ciowa; sprobujmy najpierw opisa¢ rozwiazanie dla przypadku, gdy m = 7 (dowolne),
Ty = 1d.

W tym przypadku szukamy takich dwéch indeksow ¢, j, ze

wljl = n[i]=j—1¢ (mod n),
ktory to wzoér polecam rozpisaé i sprawdzié. Jest on réwnowazny nastepujacemu:

wlj] — j = wi] —i.



W takim razie zadanie sprowadza si¢ do obliczenia wartosci (7[i|—i) mod n dla wszystkich
i =1,2,...,n i sprawdzenia, czy jakies dwie sg takie same, co mozna zrobi¢ w czasie i
pamieci O(n) za pomoca tablicy zliczajacej rozmiaru n.

W ogé6lnym przypadku moze jednak zachodzi¢ mo # id. Zauwazmy, ze wéwczas nasze
zadanie mozemy zamieni¢ na to samo zadanie dla permutacji 7} = 7y -7, ! oraz wh = id.
Korzystamy tu z faktu, ze po przyltozeniu do obu wyjéciowych permutacji permutacji
Ty ! potozenia odpowiadajacych sobie elementéw nie zmienia sie. No to koniec.

H. Spaceship Connections

Jakos tak czesto wychodzi, ze zadania o przekatnych wielokata sprowadzaja sie do drzew
przedziatowych. Nie inaczej bedzie tym razem.

Wykorzystamy dwa drzewa przedziatowe: min i max. Drzewo men dziata na ciagu
(a;)?_,, poczatkowo ztozonym z samych nieskonczonosci, i pozwala na wykonywanie przy-
pisan wartosci poszczegoélnych a; i pytanie o minimum na przedziale [i, j|, tzn.

min{ai, Ai41y-- - ,aj}.

Drzewo max podobnie, tylko pracuje na ciagu b;, poczatkowo same minus nieskorniczo-
nodci. Takie drzewa mozna zaimplementowa¢ w O(n) pamieci i z narzutem czasowym
O(logn) przy kazdej operacji, po szczegoly odsytam do wyktadu 2 na WAS-ie:
http://was.zaa.mimuw.edu.pl/?g=node/8

W naszym rozwiazaniu a; bedzie réwne numerowi wierzcholka wielokata potaczonego
przekatng z wierzchotkiem i-tym, a 400, jezeli takiego wierzchotka nie ma. Ciag b;
definiujemy symetrycznie, tylko z —oo.

Zauwazmy wreszcie, ze do wielokata mozemy dotozy¢ przekatna (i,7), i < j, jezeli
wierzchotki ¢, j nie sa jeszcze z niczym potaczone oraz:

min{a;,...,a;} >i¢ A  max{b;,...,bj} <.

Intuicyjnie chodzi o to, ze zaden wierzchotek ze zbioru (i + 1)..(j — 1) nie moze by¢
potaczony z zadnym spoza tego zbioru. Podane warunki sprawdzamy z uzyciem wspo-
mnianych drzew przedziatowych, catosé dziata w czasie O(nlogn).

F. Recover Path

To zadanie zostawitem na sam koniec, gdyz jest wedtug mnie najtrudniejsze w zestawie.
Z tego wzgledu opis rozwiazania ograniczam do kilku wskazéwek tudziez spostrzezen,
niech P oznacza zbior wierzchotkow podanych na wejéciu (ten do uzupekienia).

1. Mozna zatozy¢, ze wynikowa sciezka zaczyna sie i koniczy w jednym z wierzchotkéw
z P, co tatwo pokazaé.

2. Jezeli puszcze algorytm Dijkstry z dowolnego wierzchotka z P, to najdalszy z po-
zostalych wierzchotkéw z P (oznaczmy go przez v1) bedzie jednym ze skrajnych na
Sciezce.



3. Puszczamy drugi raz algorytm Dijkstry, tym razem z vq, sortujemy wierzchotki z
P po odlegltosciach od niego — w ten sposdb uzyskujemy kolejno$¢ wierzchotkéw
v1,v2,...,V 2 P na $ciezce.

4. Teraz pozostaje tylko uzupehié¢ éciezke brakujacymi wierzchotkami spoza zbioru
P. To mozna zrobié¢ na kilka sposobéw. M6éj ulubiony polega na puszczaniu DFS-
ow z kolejnych v;. W danym DFS-ie chodzimy tylko po krawedziach z drzewa
najkrétszych Sciezek wyznaczonego w drugim algorytmie Dijkstry, no i interesujemy
sie jedynie wierzchotkami, ktorych odlegtosé od v jest > odl(v1,v;) oraz jest <
odl(v1,vi+1). W ten sposob dochodzimy z v; do vj+1, po czym fragment Sciezki
v; — V41, cofajac sie po tablicy ojcow z DFS-a.



